Folgen, Grenzwerte und Reihen
Reihen




Was ist eine Reihe?

an = 9,13,17,21,25,29...
an =4n+5

81:9

S0 =9413 =22
s3=94+13+17 =239



Definition einer Reihe

Definition: Sei a,, eine beliebige Folge. Die zugehdrige Reihe ist die Folge
s1, 82,83, ..., wobei

S1 = ap

So = ai + as

83 := a1 + a2+ asg

n
Sn ::al—i—ag—l—...—I—an:Zai

i=1
Den Term s, nennt man auch n-te Partialsumme. Offenbar ist eine Reihe immer
auch eine Folge, ndmlich die Folge der Partialsummen der zugrundeliegenden

Folge.




Arithmetische Reihe

Arithmetische Folge: a,, =a; +(n—1)-d
Sn ay + as + + Ap—1 + an
Sn = an + Ap—1 + + as + ai
2sp, = (a1+an) + (a2+ap—1) + + (ap—1+a2) + (ap+a1)
28, = (a1+an) + (a1+a,) + + (m1+a,) + (a1+ap)
as =ay+d ag+ap—1=a1+d+a,—d=a;+a,

Up—1 = ap —d



Arithmetische Reihe

Arithmetische Folge: a,, =a; + (n—1) -d

Sp = al + az + + an—1 + Qnp

Sp = Gn + Gn—1 + + az + a1
28, = (a1+a,) + (a2+an-1) + + (@n-1+a2) + (an+ay)
2s, = (a1+a,) + (a1+a,) + +  (a1+a,) + (a1+an)
2sp, = mn-(a1+ay)

n
Sy = 3" (a1 + ap)



Geometrische Reihe

Geometrische Folge: a,, = a; - ¢" !

n-te Partialsumme: s, = a1 +as+as+ ... +apn—1 + a, =777



Geometrische Reihe

Geometrische Folge: a,, = a; - ¢" !

Sy = a1 + as + as + + An—1 + [e7%
sno= a1+ wq + a + + a7 4 gt
q-Sp = M + ¢ + g + a4+ aq"

Sn_Q'Sn:al_al'qn
sn-(1—q)=a1-(1—-q")
1—qg"

1—gq

Sp = ayg -



Die Weizenkorn-Legende

bn:2n71 L ‘/l \&
by =1,q=2 - -Q '“
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Quelle: Chess Pieces by George Hodan
1—qg"
Sp=b1
l—q
1— 264
Sp=1-—"— =20_1
1-2

= 18 446 744 073 709 551 615



Grenzwerte einer Reihe

Arithmetische Reihen: Unendliche Arithmetische Reihen sind stets divergent.
Notwendiges (aber nicht hinreichendes) Kriterium fiir Konvergenz: Summanden

der Folge (ay), konvergieren gegen 0.

Reihe der reziproken Quadrate Harmonische Reihe
[o.¢] o

1 11 w2 1 11

— =1 — — = — —=1 — — cee =
;kQ Titet 6 ;k Fotgte =

— Die Reihe der reziproken Quadrate — Harmonische Reihe divergiert.
konvergiert.



Grenzwerte einer Reihe

Geometrische Reihen:
Ist |¢| > 1, so wéchst ¢" iiber alle Grenzen und die Reihe divergiert.
Ist |g| < 1, so konvergiert die geometrische Reihe.

n n
Fiir eine geometrische Reihe mit s,, = Zal . qk_1 gilt s, = ay -
k=1
Fiir |¢] < 1 konvergiert ¢" gegen 0 . Daraus folgt, dass fiir den Grenzwert
o

1—q°

n—00 1—q

1
s= lim s, = Zal . qk*1 =a - gilt.
k=1
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